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１．はじめに

スマートフォンの普及に伴い，高性能なセンサを内蔵
した情報処理装置を手軽に使うことが可能となった。こ

のスマートフォンが搭載するセンサデータを手軽にプロ
グラムから使うための開発環境の１つにMathWorks が
提供するMatLab Mobile（１）がある。この環境を使うこ
とで，スマートフォンに搭載されている，カメラ，マイ
ク，加速度計，ジャイロ，GPS等のセンサデータを取
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Abstract

This paper discusses the fundamental yet unresolved issue of periodic signal analysis in engi-
neering. Specifically, it elucidates the following three points：１）The necessity of having an ap-
propriate sample size and analysis interval length for accurate period determination，２）The
method for determining the optimal analysis interval length, and ３）Period analysis under condi-
tions where the sampling theorem is not satisfied, such as obtaining only one sample per period
from observed oscillations. These elements are crucial for appropriately converting physical phe-
nomena（Physical）into numerical data（Cyber），which is vital for Cyber Physical Systems（CPS），
particularly in ensuring the reliability of big data. Additionally, the validity of the proposed
method was verified through empirical experiments using a smartphone, confirming its effective-
ness.
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図１ ４Hzの正弦波と３２Hz でサンプルした値の関係
（上段：時間波形（青線）とサンプル値（赤十字）

中段：時間波形と正のピーク位置
下段：サンプル値）

得することおよびスマートフォン内でデータ処理を行う
こと，クラウドストレージを利用すること，さらにデス
クトップパソコン等と連携したシステムを構築すること
まで可能となっている。またMathWorks が提供する
ThingSpeak（２）サービスを利用することで，スマート
フォンのデータに基づく解析結果のWeb経由での公開
まで同一言語環境で可能となっている。
スマートフォンに搭載されている加速度計は床等に設

置した際に歩行等によって生じる微弱な振動を計測出来
る精度がある（３）。これは本学工学部複数学科共通開講
であるロボットプロジェクトにおける２０１２年度の取組だ
けでなく計測用加速度センサとの比較（４）が行われ，さ
らに微振動を計測する研究でも検証されている（５）。こ
の時のノウハウからコロナ禍における実験系科目を，手
元にあるスマートフォンを利用することでリモートでの
講義を可能としてきた（６）。
一方，センサで観測されたデータの分析に関しては現

在でも工学的に重要な課題となっている。一般に実測で
は環境条件や機材条件によって計測値に誤差が含まれ
る。しかし物理現象の数値記述による誤差は，除去可能
である。数値記述の誤りはそれが適切であることを前提
とするデータサイエンスにおいて分析精度を下げる要因
となり場合によっては誤った分析結果を出す危険性があ
る。
そこで本稿では，工学的に重要な周期解析に関して，

一見すると不安定な周期と思われるサンプル値から正し
く周期を求める手法について，現実事象（Physical
Event）と数値（Cyber）を統合するシステム（CPS:Cyber
Physical System）の観点から述べる。

２．現実事象のサンプリング

現実事象（Physical Event）の適切なサンプリングに
よる数値化は，振幅の数値化に関しては量子化ビット数
によりその解像度すなわちダイナミックレンジが決ま
る。サンプリング定理では，サンプリング周波数の半分
をナイキスト周波数といい，それ以下の周波数を扱うこ
とが出来ると言われている。しかし，周期的な孤立スペ
クトル波が，エイリアジングを生じない上限周波数がナ
イキスト周波数であり，これは時間の離散化に関する解
像度を考える上で必要なことである。
そこでここでは，周期信号の離散化のうち特に時間の

数値記述について，サンプリングとそれに基づく周期分
析について述べる。

３．サンプリング周期とサンプル値

はじめに，図１上段のように観測している範囲内で４
周期となる正弦波をサンプリング周期に応じてサンプル
することを考える。図は横軸に時間を秒で，縦軸に振幅
を表す。このことから青線で示した正弦波は４Hzであ
り，その周期は１/４秒であることがわかる。図には赤
十字マークでサンプル値を示しており，サンプル数が３２
個であることからサンプリング周波数が３２Hz であり，
サンプリング周期が１/３２秒であることを示している。
図１に示すように，正弦波の周波数 f がサンプリング周
波数 fs と

⑴
すなわち，正弦波の周波数 f を法とした時，サンプリン
グ周波数 fs が整数倍となる時，図中緑枠で示した赤十
字のサンプル値が繰り返される。このため，正のピーク
値を求めると図１に示す通りとなる。正のピーク位置に
赤線，中段に正弦波，下段にサンプル値を示す。なお，
下段の青線はサンプル値を直線で結んで示している。

ここで正弦波の周波数を３Hzにした場合について考
える。
図１で考えると，３Hzは青線が３波となることは容

易に想像できる。赤十字を式⑴に基づいて考える。
⑵

となり，０ではない。これは時計演算で考えると，時計
が円を４分割した０時，３時，６時，９時であれば，３２
回針を動かす時に正弦波の始まりが常に０時になるのに
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図２ ３Hzの正弦波と３２Hz でサンプルした値の関係
（上段：時間波形（青線）とサンプル値（赤十字）

中段：時間波形と正のピーク位置
下段：サンプル値）

図３ ４Hzの正弦波を５１２Hz（１６倍オーバーサンプリ
ングし連続値に見立てた信号）でサンプリングし
た際の振幅スペクトル（上段）と３２Hz でサンプ
リングした際の振幅スペクトル（下段）

図４ ３Hzの正弦波を５１２Hz（１６倍オーバーサンプリ
ングし連続値に見立てた信号）でサンプリングし
た際の振幅スペクトル（上段）と３２Hz でサンプ
リングした際の振幅スペクトル（下段）

対し，時計が円を３分割した０時，４時，８時となると
正弦波の始まりが０時になるとは限らないことを意味す
る。すなわち，緑枠に示した最初のサンプル値がその後
繰り返さないことを意味する。
これを図で示したものが図２である。図の軸は図１と

同じである。図１と図２の違いは，正弦波の周波数 f だ
けである。図２は正弦波の隣接する正のピーク値の間に
緑矢印，サンプル値の隣接する正のピーク値の間に緑矢
印よりも短いものを黒矢印，長いものを橙矢印，で示し
ている。

図２下段の赤線を見ると，上段の赤線と位置がずれて
いることがわかる。これは式⑵に示した数値現象がサン
プリング時に持つ意味である。
これらは，式⑴の条件を満たさなければ波形のピーク

から周期を求めることが難しいことを示しており，零交
差法のように平均操作によって平均値から周期を求める
手法が登場した理由も納得のいくものである。
周期を調べる手法の１つであるフーリエ変換で周期を

求めた結果を示す。図３に f＝４Hz，すなわち図１の波
形から求めた振幅スペクトルを示す。上段に青線，下段
に赤十字の振幅スペクトルを示す。図の横軸は正規化周
波数を示し，縦軸は振幅を示している。正弦波が４Hz
の場合，サンプル値も同じ形の繰返しが確認されるの
で，その周波数特性も同じになると予想される。

図は，周波数分解能がサンプリング周波数とサンプル
個数Nにより

⑶
で決まることによる違いがあるものの，波の数を横軸と
した図では周波数が４Hzであることが確認できる。
次に，f＝３Hzの結果を図４に示す。図の軸は図３と

同じである。

これは，分析区間内に整数個の波数となっており，図
１および図２に示すいずれの場合も横軸時刻 t＝０から
t＝１に向かって時間がプラスに変化した時（正順）に

⑷
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図５ f＝４Hz（上段）および f＝３Hz（下段）のスペ
クトル実部（左・cos 成分）および虚部（右・sin
成分）

図６ ４Hzの正弦波を３２Hz でサンプリングし「２９＝
３２－３サンプル」で分析した際のサンプル値（上
段）振幅スペクトル（中段）と実数スペクトル（下
段左）虚数スペクトル（下段右）

が成立し，横軸時刻 t＝１を t＝０と読み替え，t＝０を
t＝－１と読み替え（逆順）ても式⑶が成立するためで
ある。すなわち，波形の先頭から見ても，後部から見て
も正弦波であるためである。しかし，振幅スペクトルで
は区別がつかないため，図５に図３および図４のスペク
トルを示す。図は上段に fs＝４（Hz），下段に fs＝３
（Hz）を示し，左側にスペクトル実部（cos 成分），右
側にスペクトル虚部（sin 成分）を示す。

図５は，いずれも正弦波を示す虚部で線スペクトルと
なっていることを示している。
しかし，実測において線スペクトルが得られることは

少ない。このため零交差法で間隔を求め，その平均操作
で間隔を推定することが多い。
ここで，図２について考えると，隣接する正のピーク

間隔がずれて見えた原因は，式⑵に示した通り時計演算
で考えると波の開始位置とサンプリングのタイミングが
重なるかどうかの問題であった。
そこで，解析するサンプル数が正弦波の周期の整数倍

でない場合を考える。フーリエ変換はその原理式に示さ
れるように周期積分が大前提である。すなわち，解析す
るサンプル数が周期の整数倍でない場合，正弦波および
余弦波の積分値が０となるという条件を満たさない。
フーリエ変換は内積計算であり，直交解析であることか
らその解は LSE（Least Square Error：最小二乗誤差）
が保証されるが，周期ずれによる誤差が見えるはずであ
る。ここでは，解析するサンプル数が３サンプルずれて
いる場合を例として示す。
図６に，図１下段で示した条件において分析サンプル

数を３サンプル短く分析した結果を示す。図は上段にサ

ンプル値，中段に振幅スペクトル，下段左にスペクトル
実部，下段右にスペクトル虚部を示す。

図６上段のサンプル値は図１のサンプル値と同じであ
るが，分析に使用するサンプル数が３サンプル短くなっ
ていることを示している。信号は式⑶の通り正弦波であ
るが，先述のように時刻を正順と逆順で考えると波形が
偶関数となっていることがわかる。このため，スペクト
ル虚部（sin 成分・奇関数成分）ではなく，スペクトル
実部（cos 成分・偶関数成分）の振幅が大きくなってい
る。振幅スペクトルの最大値を見ると f＝４Hzである
と判断できるが，dBで考えると f＝３Hzが－３dB程
度の差しかないため，無視できない。このような条件で
いかに f＝４HzすなわちT＝１/４sを求めるかを考え
ることが周期を求める際の課題である。
ここで改めてサンプリング定理を考える。ナイキスト

周波数がサンプリング周波数の半分になる理由を考え
る。
正弦波信号 s（t）は

⑸
であり，未知パラメータはAおよび f である。すなわ
ち，２個の未知パラメータを解くには方程式が２つ必要
である。すなわち，サンプル値は１周期に２サンプル必
要であり，それ以上のサンプルでは未知数よりも方程式
の数が多いためNo Unique Solution（NUS：唯一解無し）
となる。但しこの場合は最も次元数の低い解を選ぶ
Minimum Norm Solution（MNS：最小ノルム解法）で
解を１つに絞ることができる。これがエイリアジング
（真の解はより高い次元であるがMNSにより最低次の
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図７ 分析に使用するサンプル数Nを６から５０に変化
させた時の振幅スペクトルピーク値の変化（f＝
４Hz，サンプル値の総数は３２個とし３３サンプル
目以降の値は０）

図８ 分析に使用するサンプル数（分析区間長）Nを６
から５０に変化させた時の振幅スペクトルピーク値
の変化（f＝３Hz，サンプル値の総数は３２個とし
３３サンプル目以降の値は０）

解が選ばれること）によって生じる現象である。これを
理解した上で図７および図８を見ると，サンプル数が少
ないわけではないことがわかる。図６と図７・８を比較
すると，図６は波の数４すなわち４Hzに値があるが隣
接するサンプルは連続ではなく飛び飛びとなっている。
これは式⑶に示した周波数分解能⊿ f によるものであ
る。
fs＝３２Hz において３２サンプルで分析（N＝３２）をする

ということは
⑹

となる。図６ではN＝２９＝３２－３であり
⑺

となる。すなわち，４Hz は式⑸では４⊿ f となるが，
式⑹では⊿ f の整数倍とならない。これが，Nが周期に
あわないと正しい周期が求められない原因である。
このことから，対象とする信号の周波数 f が周波数分

解能⊿ f の整数倍で表現できれば良いため，表現できる
か否かを調べる方法を考える。
スペクトルF（f）の実数部と虚数部は

⑻

であり，実数は cos（斜辺に対する底辺の比率），虚数
が sin（斜辺に対する高さの比率）を表しているため，
信号の位相によって値が変化する。一方振幅スペクトル
P（f）は

⑼

であり，底辺の二乗と高さの二乗の和すなわち斜辺の二
乗で式⑷Aの２乗値となる。すなわち，Nを変化させ
線スペクトルに最も近くなるNを求めることで周期が
導出できる。そこで，N＝６から５０において振幅スペク
トルの大きさの変化を調べる。その結果を図７に示す。
図は，横軸にN，縦軸に振幅スペクトルの大きさを示
す。但し，ここではサンプル総数を３２サンプルとし，３３
サンプルから５０サンプルのサンプル値は０として計算す
る。なお，図にはピーク値に補助線を入れている。
サンプリング周波数 fs＝３２（Hz）において，周波数 f

＝４（Hz）の時，周期T＝８sample となり，図７のピー
ク間隔が８sample であることから，スペクトルピーク

の間隔から周期を求めることが出来ることがわかる。
ここで fs＝３Hz で同じ解析を行うとその結果は図８

の通りとなる。

図７ではサンプルが欠落しない３２サンプルまでは振幅
スペクトルピーク値は１であったが，図８ではピーク値
が変化していることがわかる。
ここで１周期のサンプル数を考えると，３２サンプルで

３波の場合T＝３２/３＝１０．６６６となる。すなわち，N＝
３２の時のみ正しい値である１となることがわかる。
ここでは正しい値が１であるとわかっているため，N

＝３２で解析することで正しい周期が求められると判断で
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図９ f＝３Hzにおける分析区間長Nを６から９６に変
化させた時の振幅スペクトルピーク値の変化と
ピーク値（上段），ピーク値（中段），位相スペク
トル累計値

図１０ 位相累計値がピークとなる分析区間長N付近の
位相スペクトル

上段：N＝３０（左），N＝３２（中央），N＝３４（右）
下段：N＝６２（左），N＝６４（中央），N＝６６（右）

きるが，実際には対象の振幅が未知の条件で分析するの
で，Nが特定できない。
そこで，図８においてN＝３２が最適な分析に使用する

サンプル数（最適分析区間長）であることを判断する方
法を考える。

４．ピーク値からの周期分析

図８に示したサンプル値は総数を３２個として調べた
が，Nを変化してもサンプル値が存在するようにサンプ
ル数を増やし，分析区間長NをN＝６からN＝９６まで
変化させ図８と同様の分析を行った。その結果を図９に
示す。図には，図８と同じ形式にピーク位置のマークを
赤とし上段に示し，中段に上段に示したピーク位置のみ
を示し，下段に横軸に示す分析区間長で求めたスペクト
ルの位相累計値を示す。

図９はN＝３２＝TおよびN＝６４＝２T，で位相累計値
がピークとなることを示している。この時，図中段の振
幅スペクトルピーク値は１を示しており，その間隔が一
定すなわち振幅スペクトルピークの揺らぎも繰り返して
いることを示している。確認のため，累計前の位相スペ
クトルを図１０に示す。図は上段中央にN＝３２，比較とし
てN＝３０＝３２－２（左），N＝３４＝３２＋２（右）も 合 わ
せて示す。また下段中央にN＝６４，N＝６２＝６４－２（左），
N＝６６＝６４＋２（右）も合わせて示す。

位相スペクトルは図５および図６に示した実部と虚部
の比である。このため，線スペクトルに近いほどキャン
セル要素が少なくなる。このため，振幅スペクトルの
ピークと対応して位相累計値も大きくなったものと判断
する。
これまでは元データとして図１および図２に赤十字で

示したサンプルから周期を求めている。これまで述べて
きたことから，最適分析区間長を求め周波数分解能が対
象の周波数を数値記述するのに最適なサンプル数となれ
ば周期を正しく求めることが出来ることが明らかとなっ
た。また，その過程で，Nを変化させスペクトルのピー
クを求めると，そのピークがおおよそTで繰り返して
いるだけでなく，Tの整数倍となる緩やかなうねりを生
じることが明らかとなった。
周期を求める目的には，例えばエンジンにおけるス

パーク周期や，回転軸に付けた反射板を使い計測した値
から周期を求める場合，等がある。これは，図１および
図２の赤縦線で示される値からの周期解析となる。
この周期解析が難しい理由は，式⑷に示す通り，周期

関数の１つである正弦波で考えると，未知パラメータが
振幅の最大値を示す係数Aと周期Tの逆数である周波
数 f＝１/Tの２個であるのに対して，１周期以内の観
測信号が１つとなるためである。連立方程式では未知パ
ラメータの数と同数の方程式が必要であり，方程式が少
ない場合，No Unique Solution（唯一解無し）となる。
ここでは，スパーク信号の計測においても，反射光の

計測においても振幅値も計測できるものとして，図９中
段の揺らぎから周期を求める方法を検討する。
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図１１ f＝４Hz の正弦波の波形ピーク値を時間波形（上
段）と見立てた時の振幅スペクトル（中段）およ
びスペクトル実部（下段左）とスペクトル虚部（下
段右）

図１２ f＝４Hz のピーク値で構成したパルス列において
分析区間長Nを６から９６に変化させた時の振幅
スペクトルピーク値の変化とピーク値（上段），
ピーク値（中段），位相スペクトル累計値（下段）

図１３ 振幅スペクトルピーク値（図１２中段）を時間波形
に見立てた振幅スペクトル

図１４ f＝３Hz の正弦波の波形ピーク値を時間波形（上
段）と見立てた時の振幅スペクトル（中段）およ
びスペクトル実部（下段左）とスペクトル虚部（下
段右）

図１１に図１に示した赤縦線のサンプルのみの時間波形
（上段）と，その振幅スペクトル（中段），スペクトル
実部（下段左）と虚部（下段右）を示す。時間波形は横
軸を秒で，他は横軸を周波数で示す。また分析区間長N
を図９と同様に変化させ振幅スペクトルピークおよび位
相累計値を調べた結果を図１２に示す。
図は，累積位相値（下段）のピーク間隔が８サンプル，

振幅スペクトルピーク（中段）の周期（同程度の値の変
化感覚）も８サンプルであることが分かる。確認のため，
中段の振幅スペクトルピークを波形に見立てて振幅スペ
クトルを求めた結果を図１３に示す。
図１３より，図１２中段に示した波形は，周期２４サンプル

で繰り返していることを示している。図１３の横軸は９６サ
ンプルであるため，９６/２４＝４sample となり，これが波
形１周期から１サンプルの抽出であることを考えると，
この２倍である８sample が周期であることがわかる。
これは，図１２緑線の間隔と等しい。さらに，Nが８の倍
数で位相累積値がピークを繰り返しているのでfs＝３２Hz
のため f = fs/８＝３２/８＝４Hz，すなわち，T＝１/４
（s）が元信号の周期でかつ最適分析区間長であること
がわかる。
確認のため，同様の解析を fs＝３Hz で実施した結果

を示す。この場合，原信号の周期Tが３２/３sample で
あるため，Nの最適値は３２であり，周期Tは３２/３＝
１０．６６６（s）である。図１４に図１１と同じく上段に時間波
形，中段に振幅スペクトル，下段左にスペクトル実部，
下段右にスペクトル虚部を示す。図１５に図１２と同じく，
Nを変化させた際のスペクトルピーク値（上段），ピー
ク値（中段），累積位相値（下段），を示す。図１６に図１３
と同じく，図１４中段の振幅スペクトルを示す。
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図１５ f＝３Hz のピーク値で構成したパルス列において
分析区間長Nを６から９６に変化させた時の振幅
スペクトルピーク値の変化とピーク値（上段），
ピーク値（中段），位相スペクトル累計値（下段）

図１６ 振幅スペクトルピーク値（図１５中段）を時間波形
に見立てた振幅スペクトル

図１７ 一定周期でスマートフォンを揺らす装置

図１８ スマートフォンのMatLab Mobile による内蔵３
軸加速度センサ計測例

図１６から周期T＝２（９６/１８）＝２（５．３３３）＝１０．６６６（s）
となる。これは，f＝３（Hz）の時の周期T＝３２/３に
等しい。このことから，Tが整数でなくても周期を求め
られることが確認できた。ここまでは数値シミュレー
ションの結果である。この推定手法の有用性を検証する
ため，冒頭で述べたスマートフォンの計測結果を使って
周期解析を行う。

５．加速度センサデータ取得プログラムと周期分析

周期解析のため，スマートフォンを図１７に示す台座に
置き一定周期で天板を３軸それぞれ周期的に揺らす。

スマートフォンにはMatLab Mobile で fs＝１０Hz で３
軸加速度センサにて計測を行う。計測例を図１８に示す。
図はX軸（横方向）を青，Y軸（縦方向）を赤，Z軸
（液晶面に垂直方向）を黒，で示す。図より Z軸は重
力加速度９．８（m/s２）が加わっていることがわかる。
X軸とY軸の変化量から計測開始が，X軸が－cos,Y 軸
が sin の開始位置に近いことがわかる。ここでは，数値
シミュレーションと比較しやすいY軸の数値を使用す
る。
図１８の赤印で示したY軸の数値は，約９秒で６回ま

たは７回の繰返しが確認できる。このデータにおいて正
のピーク値のみを図１の赤線同様にサンプル値とする。
このサンプル値を図１１から図１３と同様の分析を行う。そ
の結果を図１９から図２１に示す。
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図１９ 実測Y軸加速度波形のピーク値を時間波形（上段）
と見立てた時の振幅スペクトル（中段）およびスペ
クトル実部（下段左）とスペクトル虚部（下段右）

図２０ 実測 Y軸加速度波形の振幅ピーク値で構成した
パルス列において分析区間長Nを６から９６に変
化させた時の振幅スペクトルピーク値の変化と
ピーク値（上段），ピーク値（中段），位相スペク
トル累計値（下段）

図２１ 振幅スペクトルピーク値（図１５中段）を時間波形
に見立てた振幅スペクトル

図２１から周期T＝２（９６/３９）＝４．９２３であることがわ
かる。ここで計算機シミュレーションと実験のサンプリ
ング周波数の違いを補正すると，T＝４．９２３（１０/３２）＝
１．５３８５（s）となる。これは図２０に示す最適分析区間長
N＝４２に基づいて計算すると，１．５３８５（９６/４６）（１０/３２）
＝１．００３４≒１となる。このことから推定値が妥当である
と判断する。
また，以上のことから，本稿で提案する手法により周

期推定が可能であると判断する。

６．おわりに

本稿では，工学の基本でありまた今もって未解決な課
題のある周期解析について，
１）対象の周期と分析に使用するサンプル数が適切（最

適分析区間長）でなければならないこと，
２）最適分析区間長の求め方，
３）サンプリング定理を満たさないサンプル条件とし

て，１周期につき１サンプルしか得られない観測振
動からの周期分析，

の３項目を明らかとした。これは，現実事象（Physical
Event）を数値（Cyber）に適切に変換する入口であり，
CPS（Cyber Physical System）において，例えばビッ
グデータのデータ信頼性に関わる重要な項目である。
また提案手法はスマートフォンを使用した実測実験で

その有用性を検証し，妥当であることを明らかとした。
なお本稿に示した基礎理論は，日本文理大学・大学

院・工学研究科・環境情報専攻で開講されている，数理
解析特論Aの学修内容であり，数値シミュレーション
の内容は，システム解析学特論Aの学修内容であり，
実機実験は LSI 設計支援学特論Aの学修内容の一部に
基づいて実験計画を策定している。また，ここで対象と
した現象は，２０２３年度日本文理大学「卒業研究・論文合
同発表会」で発表された中で未解決課題とされたもので
ある。
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