
４７

１．はじめに

物理現象の多くは周期で繰り返す周期性を持つものが
ある。この周期を求めることが現象のモデル化の一歩で
あり，数式記述することで，対象の１次性質記述とな
る。このモデル化により，対象を制御するためのディジ
タルツインを可能とする。ディジタルツインは機械系だ
けでなく，モデルが複雑ではあるが人の感性を対象と拡
げることでメタバースにおけるサービスやディジタル
ヒューマンへの展開につながっている。
時間経過に伴う現象をセンサ等により数値化する行為

をサンプリングといい，観測値で形成される数列を離散
時間波形という。この離散数列から連続関数を推定する
ことで現象の原因分析や予測分析を行うという外挿や，
サンプル間隔の内挿補完を行うことができる。これは，
理学における現象の解明だけでなく，工学における工業
製品やサービスまたはCyber 世界に Physical 世界を投
影するうえで重要である。
本稿では，周期関数の代表として正弦波の性質から，

周期解析としてフーリエ変換について実際にグラフを描

くプログラムにある数式を変更しながら考える。

２．正弦波の性質

正弦波（sin x）は，図１実線で示す通り x（π rad）
が０から２に変化する時，sin x の計算結果（以下，振
幅と呼ぶ）が０から１そして０になり－１へと変化し再
び０に戻る。図には xが０から２の範囲しか示してい
ないが，xがいかに変化しても常にそれを繰り返すため
周期信号と呼ばれる。xを時刻とみれば数学的に x
は－∞から＋∞まで変化させることができるため，これ
が何らかの物理現象のモデルであるならば数学的には過
去も未来も計算することができることを表している。
ここで sin（x - y）として，y＝０，１／８，２／８，３／８と

すると，図１に示すように時間波形が変化する。yの値
が増えることにより正弦波の＋１が現れる xの値が変
化している。これは，sin x で振幅が１となる時 x＝１／２
（π rad）であるが，y＝１／８では x - y＝１／２でなければ
ならない。この条件を満たすには x＝１／２＋１／８＝４／８＋
１／８＝５／８となり，横軸に示す xが５／８（π rad）すなわち，
x - y＝５／８－１／８＝４／８＝１／２となり振幅が１となる。こ
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図１ 正弦波 sin（x - y）の yによる図形の違い

図２ 正弦波 sin x とその微分波形

図３ 縦軸を sin x とし横軸を sin’（x）＝sin（x＋１／２）＝
cos x とし x＝０から２（π rad）に変化させた図
（sin’は sin の微分）

図４ 図３において xとプロット点の対応

れは yだけ xが大きな数値にならなければならないこ
とを意味する。言い換えると，xを時間と捉えると x -
yは xだけに比べて yだけ時間波形が出てくるのに時間
がかかっているすなわち「遅れた」とみることができる。
xが距離であれば yだけ先に進んだことになる。これら
のことから，xにどんな意味を持たせるかでその意味が
変わることを意味する。数学的には sin θにおける θが
変化し直角三角形の形を意味する。

図１を描画するための，Google Colaboratory で動作
するように作成した Python プログラムを付録に記載す
る。これから出てくる図面を実際に自分で描画し，パラ
メータを変えながら「計算」が「手順」ではなく「意味」
が書かれていることを確認するとともに「意味」を理解
することを目的として値を変化させることで「数字が持
つ意味」を理解するためのステップが踏めると考えてい
る。同様の目的でいくつかの図を描画するプログラムを
付録に記載する。
正弦波 sin x と余弦波 cos x の関係を考えると，sin（x

（π rad）－１／２（π rad））＝cos（x）であるが，sin x の微分
が cos x となる。それを図２に示す。これは，正弦波を
微分するという計算が y＝１／２（π rad）の変化を意味して
いる。すなわち，余弦波を積分すると正弦波となり，両
者が微分・積分においても対をなすことがわかる。

ここで，正弦波を縦軸，余弦波を横軸に取り，xを０
から２（π rad）に変化させると，その軌跡は図３に示す
様に真円となる。これは図２から，正弦波が０の時に余
弦波が１または－１となり，正弦波が１または－１の時
に余弦波が０となっており，これらが図３の円の四方と
対応し，図２の横軸 x＝０が横軸の１となり，xが大き
くなるにつれて点が反時計回りに進むことが想像でき
る。これを確認するために，図３を３次元プロットした
ものが図４である。図４において，xの軸が奥行方向に
なるようにプロットしたのが図３であり，横軸を xと
し残りの軸のグラフを重ねたものが図２となる。

ここで，図３に示した真円を考えると，原点から円周
の１点までに矢印（ベクトル）を描くと，xが０から２
まで変化したときのベクトルの和が原点すなわち，横軸
方向および縦軸方向の和が０となることを示している。
これは，正弦波 sin x において，x＝０から２（π rad）
を積分するとその結果が０となり，さらに sin（x - y）
でもその性質すなわち x - y＝０から２を積分するとそ
の結果が０となることを示している。
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ここで特に重要な点は x＝０から２（π rad）の変化す
なわち，図４において「１回転」であることが必須条件
であり，図３において円に「重なり」がある場合，積分
した結果が０とならないことを意味している。
次に周期を考えるため，時間波形 f（x）＝sin（x - y）と

したときを考える。x＝０から２に対して，f（x）＝sin
（２x - y）となると，図４において回転が２回となる。
すなわち，xが０から２となる時間が１秒とすると，１
回転で１（cycle/second）＝１（Hz）であり，sin（２x - y）
は同じ xの変化で２回転すなわち，２（cycle/second）＝
２（Hz）となる。
この条件であっても原点を起点とする円周までのベク

トルの和は変化がないことから積分した結果が０となる
ことがわかる。
ここで，振幅Aで xに同一係数 f が積算された一般

式を考えるとそれは

となり，

となる。
すなわち周期信号 f（x）は，振幅A，周波数 f，位相

y，の３種類で記述できることとなる。逆に，周期信号
の分析とは，この３つのパラメータを求めることとな
る。

３．周期信号分析

まず初めに，振幅Aを求める方法を考える。計算機
は限りなく０にすることや無限を扱うことが難しい。こ
のため，必要なデータだけが得られるように「計算を工
夫」する。ここでは，周期信号に対してどのような計算
をすれば欲しいデータである振幅Aが求められるかを
考える。
三角関数で使える「計算の工夫」として，ここでオイ

ラーの公式を考える。この公式は

であり，これを使うと

より，加法定理が出ていることがわかる。すなわち，三

角関数同士の積算がわかり，その結果に２つの周期の和
と差が出てくることがわかる。すなわち，cos（α －β）が
あれば，α ＝ βの時，cos（α - β）＝cos（０）＝１となり，
三角関数以外に変えることができる。例えば

となり，式⑷右辺第２項は x＝０から２の積分で０とな
り，第１項が－０．５・２＝－１となる。すなわち係数A
は

となり，式⑴のAが求められる。ここで

となり，式⑷に示す定数（xで変化しない値）が存在し
ない。すなわち，A＝０－i０ となる。
これを一般化すると

で求められる。これをフーリエ変換という。式⑻からわ
かるように，予め用意した gf（x）から係数Afを求めて
いる。また式⑻からわかるように，積分区間が０から２
（π rad）であることが前提の式である。
まずは式⑻を確かめるために，

を図５左列１段目に示す。図５は，２段目に１周期，３
段目に２周期，４段目に３周期の，左列に cos，右列に
sin を左列１段目に示した波形との積算結果を点線で示
している。なお，積算する波形は破線で示している。
図５から，左列１段目の波形と積算した波形が一致し

ている右列下から２段目が sum＝１となっており，そ
れ以外が０となっていることから式⑻で係数Aが求め
られることが分かった。また周期分析は「予め用意した
周期」すなわち「周期の記述には限界がある」ことを意
味している。これを周期分解能または周波数分解能とい
う。必要な周波数の係数Aを求めるには，その周期に
応じた波形が必要，すなわち低い周波数を分析するには
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図５ sin（２x）（左列１段目）に余弦波（左列）と正弦
波（右列）に１周期（２段目）２周期（３段目）
３周期（４段目）を積算した時の面積（図の上に
「sum＝」に続けて表示）を求めた結果

図６ sin（x - y）において y＝１／４（π rad）とした時

図７ sin（x - y），where y＝－１／４（π rad）の位置（＋印）
とその時の cos x および sin x の関係

長い周期を用意しなければならないことがわかる。これ
は，時間的な変化を見る上でどれだけ短時間の変化を知
りたいかに関する時間分解能を下げることを意味してい
る。このように，時間分解能と周波数分解能はトレード
オフの関係である。
次に，図６に y＝１／４（π rad）の結果を示す。図５と比

較すると，左列１段目に示す波形が変わっていることが
わかる。

図５は右列下から２段目に１と出ており，振幅A＝
０－i１であることがわかる。図６は下から２段目の左
右に同じ数値が出ており，これは １／sqrt（２）である。
図３でこの値を考えると，図７に示す破線を斜辺とする
２等辺三角形すなわち，θ＝１／４（π rad）である。すなわ
ち，図６の係数A＝１／sqrt（２）－ i（１／sqrt（２））から θ
を求めることで位相 yが求められる。
以上により，周期信号 f（x）の性質，振幅A，周波数

f，位相 yが求まることがわかった。

４．おわりに

本稿では，１）周期信号が 振幅A 周波数 f 位相
y によって記述されること，２．１）予め用意した周期
信号を積算し和を求めることで振幅Aが求まる，２．２）
どこでAが求まるかから周波数 f が求まる，２．３）Aの
実数と虚数から位相 yが求まる，ことをグラフに基づ
いて確認した。
主要な図面のプログラムにおいてパラメータを変える

ことで数式や考えた各プロセスが持つ意味を理解するこ
とができたと考える。
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